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Es wird die Invarianzgruppe eines bekannten Hamirton-Operators, der die Torsion und Rotation
von H,0, beschreibt, gegeben. Dabei erweist es sich als notwendig, den Basisbereich des Torsions-
winkels % mit 4 7z zu wéhlen. Mit dieser Gruppe wird eine Klassifizierung der Energieterme durch-

gefiihrt und Auswahlregeln abgeleitet.

Die Ergebnisse sollten auch fiir Strukturanaloge des Wasserstoffperoxyds anwendbar sein.

Die folgenden Betrachtungen schlieBen an eine
Arbeit von Hunt, Leacock, PerErs und Hecmt ! 2
an. Es wird eine gruppentheoretische Analyse zum
Torsions-Rotationsspektrum des Wasserstoffperoxyds,
H,0, gegeben. Die Ergebnisse von Hunr et al.!
werden (bis auf einen Punkt) reproduziert und er-
weitert. Den wesentlichen Inhalt der vorliegenden
Arbeit sehe ich in der weitergehenden und voll-
stindigeren Diskussion der Symmetrieeigenschaften,
die von gruppentheoretischen Gesichtspunkten aus-
geht und fiir Verallgemeinerungen Wege aufzeigt.

So ist die Betrachtung auf Strukturanaloge (z.B.
H,S, oder S,F;) sofort iibertragbar. Sie gilt aber
auch fiir solche Molekiile, die zwei gleiche tordie-
rende Gruppen mit je einer Symmetrieebene haben,
welche die Torsionsachse enthalten. CH,F — CH,F
wire ein Beispiel hierfir.

Ich iibernehme aus I den Hawmivron-Operator. Er
lautet, in einfacher Weise umgeschrieben und wegen
der Nichtvertauschbarkeit von # und p, symmetri-
siert® mit den gleichen Symbolen wie in I, Seite
194545,

H=g[G(BC-D?) +C(AG-F)] (P*+P2?+P?) +g[(2B-C)(46~F) —G(BC—-D*)]P;? (Hg,)

+g[G(BC—-D?) —C(AG—F?)] (P,2—P,?)
~2¢[(4G—F*) D] (P,P,+P,P,)

—P, g7 "(F/(AG—F?)p,g"—g"prg™" (F/](AG—F?)) P,

+8"p1g (2 A/(AG —F?)) pr g™ +V (n)
mit

Die Koeffizienten von Hg,, Hgr,, Hy enthalten
neben Anteilen, die in 7 die Periode 2 haben,
auch von 7 unabhingige Anteile. Die Koeffizienten
von Hgg und Hgr sind Funktionen von % mit der
Periode 4 .

Zunichst wird der Teil des Hamizron-Operators (1),
(I, 3.2) betrachtet, der die interne Rotation (Tor-
sion) beschreibt.

Hy=g"(n) pg~"(n) a(n) prg"(n)

+Vicosn+Vycos2n +Vgcos3y (2)

1 R. H. Huxr, R. A. Leacock, C. W. Perers u. K. T. Hecar,
J. Chem. Phys. 42, 1931 [1965], im weiteren mit I be-
zeichnet.

2 R. A. Leacock, Dissertation, Univ. of Michigan 1963, im
weiteren mit I bezeichnet.

3 H. H. Nieusen, in Handbuch der Physik Bd. 37/1, Verlag
Springer, Berlin 1959, S. 195.

g=1/[4(AG—-F?)(BC-D?].

(HRa)
(HgRr)
(HgT)
(Hq)
(1)

mit

a(n) =a(n+2m)
=2A4(n)/(A(n) G(n) —F2(n)),

wobei a (%) aus (I, 3.4) iibernommen werden konnte,
da a(n) von der Kontakttransformation (I, 3.3)
nicht beeinflult wird, die ich spéter nicht anwenden
werde 5.

Der Hamirron-Operator (2) fiihrt zu einer linearen
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit eindeuti-
gen, in 7 periodischen Koeffizienten, die im Falle
des Hy,0, auch beschriankt sind, was man mit den

4 Es werden alle Bezeichnungen von I iibernommen bis auf
den Torsionswinkel, der hier mit # bezeichnet wird, und o,
das durch f ersetzt wird.

5 In der Gleichung fiir B(z) [I, S. 1945] ist C’ durch C, zu
ersetzen.

¢ Das Glied mit p, Pz im vollstindigen Hawmrrron-Operator
(I, 3.2) wird spéter explizit beriicksichtigt.
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hier giiltigen Funktionen 4(%), B(7n), C(%), D(7),
F(n) und G(n) nach I, Seite 1934, abschitzen
kann.

Im folgenden Abschnitt wird die Invarianzgruppe
des Hamiuron-Operators Hp aufgestellt. Es ist offen-
sichtlich® 1, da} Hp invariant gegen folgende Opera-
tionen ist:

E: n—7,

Oy N—=>27T—1, OCc: N—> —1.

Diese drei Elemente sind noch keine vollstandige
Gruppe. Sie 1df3t sich aber leicht bilden, wenn man
das Produkt o0, =T : y— 27 + % hinzunimmt. Das
erfordert aber, dal man den Basisbereich, in dem
man die Operationen definiert, auf 0 <y <4
erweitert 7, zumal der gesamte Operator (1) Koef-
fizienten enthalt, die in 4 & periodisch sind. Dann
lauten die neuen Definitionen der Operationen:

E: n—%5 modulo4wm,
T: n—>2a+y,
o2 m—>2m—1, (3)

0,: N—>4dm—mn
(ihre Wirkung ist in Abb. 3 demonstriert).

Die Gruppe (2) ist isomorph einer Liniengruppe L
(Raumgruppe in einer Dimension) einer Kette mit
zwei Gliedern der Lange d =2 7 8.

Die Operationen der Gruppe L sind vertauschbar,
die Gruppe ist also ABersch. Die folgende Gruppen-
tafel Tab. 1 zeigt, daB} sie isomorph zur Vierergruppe
V ist.

{ E Ot O¢
E “ E T (o1 Te
T T E [ Ot
Gt ot oe E T
Oc O¢ Ot T E

Tab. 1. Multiplikationstafel der Gruppe L.

Thre Charaktertafel Tab. 2 ist also

T; \ E T or O
Ay i 1 1 1 1
Ay | 1 1 -1 -1
B: 1 —1 1 -1
Bs 1 —1 -1 1

Tab. 2. Charaktertafel der Gruppe L.

Die Liniengruppe L enthilt als invariante Unter-
gruppe die Translationsgruppe (E, T).

7 Streng sind in einem Basisbereich 0 < 7 < 2 die De-
finitionen von Hunr et al.! fiir ot und o¢ identisch.
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Der etwas willkiirlich erscheinende Schritt der
Erweiterung des Basisbereichs, der eine Folge der
Forderung war, daf} zu einem HamirTon-Operator
eine (vollstindige) Gruppe gehoren soll, wird viel-
leicht auch plausibel durch die Wahl des =z, y, z-
Koordinatensystems in I und II. Es ist entsprechend
Abb.1 so gewdhlt worden, dafl der Schwerpunkt
des Molekiils bei der Torsion im Koordinatenur-
sprung liegen bleibt und die 2-Achse stets den
Diederwinkel halbiert. Dann befindet sich aber das
Molekiil erst wieder mit =47 in der Ausgangs-
position.

Abb. 1. Wahl des Koordinatensystems z, y, z und Definition
des Torsionswinkels 7 nach I und II. Das Molekiil ist auf die
zy-Ebene und auf die yz-Ebene projiziert.
my=my=mH; my=my’=mQ.

Bevor ich die Erweiterung des Basisbereichs von
7 weiter begriinde, méchte ich noch die Definition
von 7 nach Abb.1 diskutieren. Da im weiteren
Verlauf der Arbeit 7 = @, — D, entsprechend I ver-

Abb. 2. Definition der Evierschen Winkel p, @, @ zwischen
dem raumfesten Koordinatensystem X, Y, Z und den molekiil-
»festen“ Koordinatensystem z, y, z von Abb. 1.

wendet wird, wobei @; und @D, EuvLersche Winkel
sind, die zusammen mit den EuLErschen Winkeln v
und @ die Lage der Massen m; und m," in einem

8 F. Marossi, Gruppentheorie der Eigenschwingungen von
Punktsystemen, Springer-Verlag, Berlin 1961.
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raumfesten Koordinatensystem beschreiben, wire es
strenger einen Torsionswinkel # einzufithren. Dessen
Scheitel lage auf der z-Achse. Die Funktionen A4, B,
C, D, F und G wiren dann zu modifizieren. Ihre
Symmetrieeigenschaften bleiben aber erhalten, zumal
die Funktionswerte fir #=n7, n=0,1,... mit
denen der nicht modifizierten zusammenfallen. Be-
denkt man im Falle des H,0, das Massenverhaltnis
my/my=1/16, so erscheint die in I verwendete
Naherung = @, — D, noch tragbar. Sie bedeutet,
daB die interne Rotationsachse m,—m, dauernd
mit der z-Achse zusammenfallt.

Wie in (I, 3.12) lautet auch hier der Ansatz der
Torsionseigenfunktionen von (2)

Mu:(n) =€ P(1), (4)
wobei P (7) eine periodische Funktion, f durch Rand-

bedingungen zu bestimmen ist.

Der Ansatz beruht auf der Linearitat der Differen-
tialgleichung und der Eindeutigkeit und Periodizitat
ihrer Koeffizienten ?, was sowohl bei (2) als auch
bei (I, 3.10) gegeben ist. Zusammen mit den Eigen-
funktionen des von % unabhingigen Anteils von
Hg., einem Hamirron-Operator eines symmetrischen
Kreisels, bilden die Mx:(7) eine geeignete Basis zur
Aufstellung der Matrix von H. Die Naherungs-
funktionen lauten analog (I, 3.11)10

u =y Mae = €% eMv 6,(6) €1 P(1).(5)

v, O, ®= (D, +D,)/2 Eurersche Winkel nach
Abb. 2. Da u gegen die Transformationen @, — P,
+2an;, Py— Dy+27n, invariant sein mub,
oder invariant gegen die Transformationen

D— D+ (ny+ng)m, N—>n+ (ng—ny)2x

folgt als Randbedingung fiir die Funktionen u
(K/2) (ny+ns) +f(ny—ny) =N (N ganze Zahl)

(6)
die sich mit f= — K/2 erfiillen l4Rt.

Die Randbedingung (6) 146t sich auch als Grenz-
fall einer allgemeineren Randbedingung fiir un-
gleiche tordierende Molekiilgruppen auffassen. Sie

11 C. C. Liv u. J. D. Swaren, Rev. Mod. Phys. 31, 841 [1959],
Gl. (3—20).

9 H. Marcesav u. G. M. Mureney, The Mathematics of
Physics and Chemistry, D. van Nostrand Co. Inc., 2nd Ed.
New York 1957, S. 80.

10 Da ich die Kontakttransformation (I, 3.3) nicht anwende,
treten im Gegensatz zu I ungestrichene Eviersche Winkel
auf.
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lautet fiir den allgemeineren Fall etwa nach Lix und
Swaren 1!

K
71*1_’;1;’2 (Ial n1+1a2 n2) +f(n1‘—‘n2) =N. (7)

(7) geht in (6) iber, wenn die Tragheitsmomente
Io; gleich sind. Mit der Randbedingung (6) wird
(4) 12
Mn: () = e iK1 P (). (8)

Mit K gerade ist Mu: (%) in 22, mit K ungerade ist
4 7 periodisch. Damit hat sich wieder die Not-
wendigkeit ergeben, den Basisbereich von # auf 4 7
zu erweitern.

Fir das Potential V(%) wahle ich also den in
Abb. 3 angegebenen Basisbereich.

s T
)

Veis--

>

cis trans

Abb. 3. Basisbereich des Potentials V() beim H,0, und
Wirkung der Symmetrieoperationen der Gruppe L.

Da im weiteren Verlauf nur die ,,Spiegel“sym-
metrie um 7 =0 mod 2 7 und =7 mod 2 7 und die
Periodizitdt des Potentials V(%) in 5 mit 2x be-
nutzt wird, geniigen auch andere Potentialformen

den Bedingungen. Ein Beispiel gibt Abb. 4.

|
2T 1 4T

0
cis trans
Lgauche
Abb. 4. Beispiel eines Potentials, fiir das die Betrachtungen
dieser Arbeit ebenfalls zutreffen.

Unter der Gruppe L, deren Anwendung mir nach
den vorausgehenden Betrachtungen berechtigt er-

12 Fiir die Torsionseigenfunktionen verwende ich die gleiche
Form wie in I und II, da die Differentialgleichung zu (2)
und (I, 3.10) und die Randbedingungen (6) und (I, S.
1935) oder (II, 21) iibereinstimmen. Ich konnte allerdings
die allgemeine Invarianz der Randbedingungen in I unter
der Kontakttransformation (I, 3.3) nicht verifizieren.
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scheint, klassifizieren sich die Eigenfunktionen Mx:() wie folgt:

Mlu (77) =a~! Z ai'n) C05k77
k

M,, (1) =t Z bl&:”) sin(k+ %) n
k

M, (n) =2~ 2 c{ cos(k+}¥)
k

M, (q) ="t > d"sinky
%

1631
Spezies von L Paritit von K 7
A, e 1
B, o 2
B, o 3 (9)
A, e 4

(e gerade, o ungerade).

Da das Dipolmoment zu u«(#%) =y, cos(7/2) an-
gesetzt werden kann, sind die Torsionsiiberginge
durch die Integrale

to [ My (n) (cos /2) Mw(77) dy
bestimmt. Da u () der B,-Spezies von L zuzuordnen
ist, sind die Auswahlregeln:

A2<———)B1
T=4 «<——>1=2

A <—B,,
(10)

unabhiingig von n, also auch n<—n'. Es ist zu
beachten, daB} sich auch stets die Paritit von K
bei einem Ubergang dndert. Dies ist ein Hinweis,
dafl man eigentlich streng von Torsionsiibergingen
nicht sprechen kann. Es besteht entsprechend der
IAM-Methode eine Wechselwirkung iiber die Rand-
bedingungen . Im folgenden diskutiere ich den
Hawmivron-Operator Hy + Hgs + Hga , wobei Ht nach
(2) und

oder 1=1<«—1=3,

HRB+HR:I=
c 5 c " B N
sdc—rm L7t s@e—py IV s@e—py P
(11)

gewihlt wird. Die Koeffizienten 4, B, C, D?, F?,
G sind nach (I, S.1945) Funktionen des Torsions-
winkels # mit der Periode 2 7. Sie ordnen sich alle
der totalsymmetrischen Spezies A; der Gruppe L zu.
Somit ist der Hamivron-Operator Hp+ Hgs + Hga
invariant unter den Operationen der Produktgruppe
L ®V mit 16 Elementen, wobei V die bekannte
Vierergruppe des asymmetrischen Kreisels ist.

Jetzt betrachte ich den vollstindigen Hawmirrox-
Operator H, ich erginze also Hgyg + Hgr . H ist jetzt
nur noch invariant gegen eine Untergruppe von
L ® V, nimlich die Gruppe ¥ mit den Elementen

13 R. S. MuLLikeN, Phys. Rev. 59, 873 [1941].
14 C. van WinTER, Physica 20, 274 [1954], Formel (34). —
R. S. MurLiken, Phys. Rev. 59, 873 [1941], Formel (13).

(E), (Csyx), (CoxT), (T). Cyy ist eine der Sym-
metrieoperationen * der Vierergruppe V des asym-
metrischen Kreisels. Die Gruppe V ist isomorph zur
Vierergruppe V. lhre Spezies bezeichne ich ent-
sprechend der folgenden Charaktertafel: Tab. 3.

V]| E Ce CorT T
A |1 1 11
A 1 1 -1 —1
Bif 1 =1 1 =I
B 1 -1 -1 1

Tab. 3. Charaktertafel der Gruppe V.

Geeignete Basisfunktionen (I, 3.13), mit denen die
Matrix des Hamiuron-Operators H aufgestellt werden
kann, sind mit (5)
Yo Mue=v gy Mne

= 1}2 [wrrm L wic-kyu] Ma: () fiir K0,

Yo Mnr=WJOMMm fir K=0 (12)

wobei
(1/vV2) lwiru T wi-roul = Pik, mit y=0,1

Eigenfunktionen des symmetrischen Kreisels in der
Wane-Basis sind. Mit den Definitionen der EuvLer-

schen Winkel v, @, @ nach Abb.2 bewirkt die

Transformation C,, der Vierergruppe V
Cu: O>n—-0, ®>a—->D, py—a+y. (13)

Angewendet auf die Eigenfunktionen ®jg, erhalt
man 13:14; 15

C2x Q.sIK:' = ( = 1)]+K+7 Q.SIK;f . (14‘)
Mit (14) und (3) ergibt sich eine Klassifikation
der Basisfunktionen (12) nach den Spezies I'y der

15 In I, Tab. II, ist im Gegensatz zur Literatur eine andere
Transformation verwendet.
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J gerade J ungerade

Iv I'y I, I, I'y | IL I

A ABe | A1 oy M1 A v My A, Bx Ay y- My Ay | oy My

_ | yo M,y wo Ma ]

As A, Bx By | oy M3 B y- Mo A, Bx Be we M3 B1 | yi M

Bi1 By, B, Bs y+ M3 B1 | oy Mo By, B, Bs w- M3 B; y- M,

B2 By, B, A y- My As ‘ Y- My By, B, A . My Ao ye My
| yo wo M4

Tab. 4. Zusammenstellung von Basisfunktionen, die der gleichen Spezies I" v der Gruppe \7zugeordnet sind. I'y und I'y, sind
Speziesbezeichnungen der Gruppen V und L.

Gruppe V, die sich auf die Klassifikation der Eigen-
funktionen von H tbertrdgt. Diese Eigenfunktionen
von H sind Linearkombinationen von Basisfunk-
tionen (12), die der gleichen Spezies angehoren und
in Tab. 4 zusammengestellt sind.

Da der Dipoloperator

1= g cos(n/2) cos(z,Z)
= 14y cos(7/2) sin D sin O

der A, ® A, = A, Spezies zugeordnet werden kann,
ergeben sich die strengen Auswahlregeln

(15)

Ay s Ay,

§l<___>§2'

Die Auswahlregeln (15) enthalten die Auswahl-
regeln (10) und die eines durch Hgg .gestorten®
asymmetrischen Kreisels mit einer Dipolmoment-
komponente ,, nidmlich (A, By) <— (A, By),
(By, B,) «<— (By, B,), die nicht die eines asym-
metrischen Kreisels sind. Bei dieser Aufteilung muf}
man sich aber klar sein, da} immer ein ,,Torsions®-
Ubergang mit einem ,,Rotations“-Ubergang gekop-
pelt ist, daB es also nur Torsions-Rotations-Uber-
ginge gibt. Da es infolge Hgrr und Hgpg zur Mi-
schung der jeweils in einer Halbzeile der Tab. 4
aufgefithrten Funktionen fiir ein J, z. B. v, M, und
v, My, kommt, sind die Auswahlregeln (15) um-
fassender als die in I, Tab. III. Selbstverstindlich
enthalten sie diese:

n<—n'
(1) =1<«—3
(r) =2<«—4

4] =0 A(J) = £1

AK) = *+1 AK) = +1

(K,)<—(K_) "7 (K,)<—(K.) oder
(K_)<—(K_).

Durch Klammern ist angedeutet, dal} es sich um
keine guten Quantenzahlen mehr handelt. Die Indizes
+ und — beziehen sich auf die Eigenfunktionen
v, und y_. Durch die erwdhnte Mischung der
Eigenfunktionen sind jetzt auch etwa Uberginge mit
() =1<—2, (1) = 3<«—4 moglich. Die Mischung
von Zustanden gleicher Spezies wird umso stirker,
je grofler die Wechselwirkung Hgyr ist. Auf die
Einfihrung der iiblichen K_ K, -Bezeichnung (ee,
eo, oe, 0o) verzichte ich, da auch sie infolge der
Mischung von Zustidnden nicht mehr exakt ist.

Die Einfithrung einer Liniengruppe L mit Ele-
menten, die in einem Basisbereih 0 <7< 4a
definiert sind, fithrte mit einer Untergruppe V der
Produktgruppe V @ L zu einer Klassifizierung der
Torsions-Rotationszustinde von Molekiilen des Typs
H,0, und zu Auswahlregeln, die mit den Spezies-
bezeichnungen von V streng beschrieben werden
konnten.

Auch die ubliche Klassifizierung der Methyltorsion
mit der Gruppe Cj, lafit sich in der Sicht dieser
Arbeit als eine Klassifizierung nach einer Linien-
gruppe — isomorph zu C;;, — einer Kette von drei
Gliedern der Linge d = 2 77/3 mit einem Basisbereich
von 2 i beschreiben. Die Torsionen mehrerer Methyl-
gruppen gehorchen dann entsprechend vieldimensio-
nalen Raumgruppen.

Ich danke Herrn Dr. M. WinNewisser, Karlsruhe,
und Herrn G. Winnewisser, Durham, North Carolina,
fiir interessante Diskussionen und Herrn Dr. H. D. Ru-
porpH, Freiburg, fiir wertvolle Hinweise. — Der Deut-
schen Forschungsgemeinschaft und dem Fonds der Che-
mie danke ich fiir finanzielle Unterstiitzung.

16 H. Rapemacuer u. F. Reicug, Z. Phys. 41, 453 [1927], For- .
mel (2).
17 Unterschiedlich zu I, Tab. III, wegen 15,



